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Trong bai b4o nay dé cap t&i thiét lap va nghién clru mot 16p phép bién dbi tich phan lién

quan dén tich chap Laplace. Qua d6 (rng dung vao viéc gidi mot Iép cac phwong trinh va hé

In this paper we introduce a class of integral transform related to convolution Laplace. As

applications we apply this convolution transform to solve some classes of the Volterra
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1. MG PAU

Phuong trinh vi phan va vi - tich phan luén la
dé tai duoc nhiéu nha toan hoc quan tam
nghién cuau. Nhitng phuong trinh nay thuong
duoc xuét hién trong cac bai toan vat ly, diéu
khién tu dong, nhiét hoc... Bé giai cac phuong
trinh nay, nguoi ta thuong st dung Ccéc
phuong phap truyén thong. Tuy nhién, khong
phai 10c nao viéc st dung cac phuong phap doé
ciing thuc hién duoc mot cach dé dang. Trong
nhimg niam gan day, c6 nhiéu nhém nghién
clru trong va ngoai nudc da xay dung cach
giai cac phuong trinh trén dya vao phép bién
dbi tich phan kiéu tich chap, tac 1a phép bién
doi tich chap. Do 1a cac phép bién ddi tich
chap Fourier, Mellin, Fourier cosine, Fourier
sine va Kontorovich-Lebedev (xem [4, 7, 8])
hoic céc phép bién ddi tich chap suy rong
Laplace (xem [5, 6]). Tuy nhién, theo sy hiéu
biét cua chung t6i phép bién doi tich chap
Laplace (c6 dién) dén nay van chua dugc dé
cap va nghién cau. Trong bai bao nay, ching

t6i s& thiét 1ap va nghién cau mot I6p phép
bién ddi tich chap Laplace. Qua d6, chung toi
ap dung vao viéc giai mot 16p cac phuong
trinh, hé phuong trinh vi-tich phan dang
Volterra ciing nhitng vi du s6 cu thé.

2. PHEP BIEN DOI TiCH CHAP LAPLACE

Bién d6i Laplace cua ham géc k(x) 1a mot
ham theo bién y duoc ki hiéu va xac dinh boi
(xem [1, 2, 3])

(LK)(Y) = [k(x)e™dx, y e C,Rey > 0.
0
Tuy nhién trong noi dung bai bado nay chdng
toi chi nghién ctru véi y 1a s6 thuc duong.
Tich chap cua hai ham f va k doi vai
phép bién dbi Laplace duoc dinh nghia

(f*K)0) = [ F(y)k(x—y)dy, x>0

va thoa man dang thic nhan tir hoa:
L(f*k)(y) = (LF)(Y)(LK)(Y), y > 0.
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Pinh ly 2.1. Giase f va k lahai ham lién
tuc thugc khoéng gian ham kha tich L (R)).
Khi d6 tich chap f *k cing thuoc L (R, )va
thoa man bat dang thtc chuan

[ K|

L(Ry) < || f ||L1(]R+) ||k|||_1(R+) . (21)

Chizng minh. Do k la ham lién tuc va thudc
L(R,), nén k bi chan trong R, . Két hop

voi fel(R,) suyra fk thuoc L (R,).

e

| f(y)k(x—y)dy‘

< [ £ (ykOx=y)dy = ], -
0

Suy ra f *k ton tai, lién tuc. Ta c6

1K, =j|f *kldx =j j f (y)k(x— y)dyldx
0 0|0
< [ ]| (y)k(x—y)ldydx. (2.2)
00

Mit khéc, bang cach dat t=x—y,t eR, va
chd y ring k() 1a ham goc nén

0
k(t)=0,Vt<0, suyra Ik(t)dtzo, vy > 0.
-y

Do do taco

0 k(x—y)dx = T k(t)dt
Jrono |
= j' k(t)dt+Tk(t)dt = Tk(t). (2.3)

Tir (2.2) va (2.3), ta suy ra

[ K], , < [1T k)| dydt
00

- _“ f (y)|dy.[|k(y)|dt = ” f ||L1(R+) ||k||L1(]R+) <%0
0 0

Dinh 1y da dugc ching minh.
Tur diéu kién cua Binh ly 2.1, tich chap f *k

ton tai, lién tuc va thuoc L(R,). Suy ra
di(f*k)(x) cing thuoc L (R,). bay la
X

didu kién quan trong dé ta thiét 1ap va nghién
ctru phép bién dbi tich chap cé dang sau:

Tk : Ll(R+) - Ll(R+)
f(x) = g(x) :(l+i]j. f(y)k(x—y)dy. (2.4)
dx )

Pinh ly 2.2. Gia st f,k la hai ham lién tuc,
thuoc L(R,) va |1+ y)(Lk)(y)|=1y>0.

Khi d6, ton tai phép bién dbi nguoc ¢ dang
T LR,)->L(R))
f(x)= (1+ij [akex-ydy, @9
dx /3

trong d6 k 14 lién hop phuc cua k .

Ching minh: Bang cach st dung bién doi
Laplace L Ién hai vé cua (2.4) va st dung
cong thac bién do6i Laplace cua dao ham
(3.4.12) trong [3], ta cbd

(Lg)(y) = LKH%}U *k)(x)}(y)

= L(f*K)(y)+yL(f*k)(y)—(f *k)(0)
=L+ y)L(F*k)(y) =@+ y)(LE)(y)(LK)(Y)-

Tuong duong voi
@+ )WL) =@+ y)LOM)[ (LF ) ().
Két hop vai gia thiét cia Dinh ly 2.2, ta suy ra

(LE)(y) = @+ ) (LK) (1) (Lg)(y)
= L+ y)L(k*g)(y) =@+ y)L(g*k)(y)

- LKl+%j(g*E)(X)}(Y)-

Tir d6 suy ra phép bién doi nguoc c6 dang

f(X) =(1+%j(g*i)dx.
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Tinh chéat 2.1. Gia sa f,k va k'(dao ham

cuak ) la cac ham thugec L (R,) vak(0)=0.

Khi do6 ta c6 cac danh gia sau
(Tk f )(X) =( f*k+ k'))(X),
f () =(g*(k+k))().

Trong d6 k, k' tuong ng la lién hop phtic
cua k, k"

(2.6)
2.7)

Chizng minh. Ta chirng minh (2.6). Ta c0:
(Lg)(y) = L(T, F)(y)

=@+ y)L(f *k)(y) - (f *k)(0)

=@+ y)L(f *k)(y) =L(f *(k+k))(y)
=LA k)¢#) vy Lk)

Mait khac vi

y(LK)(y) = (Lk)(y) +k(0) = L(k")(y) nén
L(T, £)(y) = (L)(Y)(LK)(y) + (Lk)(y)

= (LE)(Y)L(k +k)(y) = L(f *(k+Kk))(Y).
Suy ra (2.6).

Viéc ching minh cdng thuc (2.7) la twong tu.

3. GIAI PHUONG TRINH VA HE PHUONG
TRINH VI-TICH PHAN VOLTERRA

Trong phan nay, bang cach sir dung phép bién
doi tich chap Laplace (2.4) ching ta c6 thé
giai mot 16p cac phuong trinh va hé phuong
trinh vi-tich phan \olterra.

3.1. Gidi phwong trinh vi-tich phan Volterra

a) Xét phuong trinh vi-tich phan c6 dang

d X
f(x)+(1+&j£f(y)k(x—y)dy

=h(x),
Trong do

x> 0. (3.2)
k(x), h(x) la cac ham cho
truge, k(0) =0, f(x) laanham can tim.

Bang cach tac dong phép bién ddi Laplace L
Ién hai vé cua phuong trinh (3.1), ta dugc

(LE)(Y) + @+ y)(LE)(Y)(LK)(Y) = (Lh)(Y).
Str dung cong thuc (3.4.12) trong [3] va diéu
kién k(0)=0,tacé

(Lh)(Y) :
Lf)(y) = = L(f *(k+k))(y).
(LF)(Y) T+ @t (LK) (= (k+k)(y)

Tir d6 tac dong phép bién ddi Laplace nguoc
ta nhan duoc cong thac nghiém
f (X) — L—l (Lh)(y) (X)

1+ L(k+k(y)

Vi du 1. Giai phuong trinh

f(x)+(1+%j ! f (y)sin(x - y)dy

=Ccos X, X >0. (3.2)

Ap dung bién doi Laplace L 1én phuong
trinh (3.2) va st dung cac cong thic (3.2.9),
(3.2.10) trong [3], ta cb

(LE(Y) + @+ Y)(LE)(Y) e =Y
y +1 y +1

Suy ra nghiém cta phuong trinh dai s6 nay la

y
Lf =0
(Lf)(y) Y rye2
1 J7
AT N T Y
1Y 7 7 1V 7
(re3)+d )

Két hop cac cong thuc (3.4.3), (3.4.4) trong
[3] va sir dung bién d6i Laplace nguoc, ta
nhan dugc nghiém cua phuong trinh 1a

s N7 2T

f(x)=e 2 cosTX——e7sin—x.

Ni

b) Xét phuong trinh vi-tich phan cé dang

f(x)+f '(x)+(l+i]j' f (y)k(x—y)dy =h(x),
dx )
x>0, f (6 (3.3)

Trong do Kk(x), h(x) la cac ham cho trudc,
f(x) l1aan ham can tim.
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Bang cach tac dong phép bién ddi Laplace L
lén hai vé cua phuong trinh (3.3) két hop diéu
kién f(0)=0, ta duoc
(LE)(y) +y(LF ) () +@+y)(LF ) (y) =(Lh)(y)
Str dung cong thuee (3.2.8) trong [3], suy ra
(Lh)(y) L(e™*h)(y)
(LF)(y)= N :
@[+ LK)(Y)] 1+ (Lk)(Y)
Tir d6 tac dong phép bién ddi Laplace nguoc
ta nhan dugc cong thic nghiém

. L(e’x*h)(y)
f(x)=L [—1+(Lk)(y) ](x).

Vi du 2. Giai phuong trinh

f(x)+ f'(x)+ (1+ ijj‘ f(y)e *dy
dx )5

=sinh2x, x>0. (3.4)

Ap dung bién doi Laplace L 1én phuong trinh
(3.4) va su dung cac cong thic (3.2.8),
(3.2.11) trong [3], ta nhan dugc

1 2
(LE)(y)+y(LF)(y) + @+ y)(Lf)(y)y—H= vt
Suy ra
(R3]0 ——¢ )

(y+2)(y* -4
Két hop cac cong thic (3.4.11), (3.4.2) trong
[3] va s dung bién doi Laplace nguoc, ta
nhan dugc nghiém cua phuong trinh 1a

f(x)= 1sinh 2x—1e’zxx.
4 2

3.2. Giai hé phwong trinh vi-tich phéan
Volterra

Xét hé phuong trinh vi-tich phan cé dang

d X
f(x)+(1+&] J o1y =0

g(x)+(1+ijj f(y)k,(x=y)dy = h,(x), x>0.
dx )y

(3.5)

Trong d6 k;(x), h(x), k,(x),h,(x)1a cdc ham cho
trude va f(x), g(x) la cac an ham can tim.

Trude hét, ta viét lai hé (3.5) dudi dang

d * —
f(X)+(1+&j(9 k) (x) =hy(x),

g(x) +(1+%)( f*k,)(x) =h,(x), x>0. (3.6)

Tac dong phép bién doi Laplace £ Ién hai vé
cta phuong hé trinh (3.6) va sir dung céng
thirc bién di Laplace cua dao ham (3.4.12), ta
dugc hé phuong trinh dai s6

(LF) () + @+ y)L(f *k)(y) = (f *k)(©0) =(Lh)(y),
(Lg) () + @+ y)L(F *k,)(y) = (F *k,)(0) = (Lh, ) (y).
Do (g*k)(©0)=0,(f*k,)(0)=0,suyra

(LF)(y) + @+ y)Lg)(Y)(Lk)(Y) =(Lh ) (y),

(Lg)(y)+ @+ y)(LE)(y)(Lk,)(y) =(Lhy)(y). (3.7

Giai hé (3.7), ta nhan duoc

(Lhy) (y) =@+ y)(Lk)(y)(Lh,)(Y)
1= @+ Y2 (Lk)((Lk)(Y)

Lh, ) (y) = @+ y)(Lk,)(V)(Lh)(Y)
1= @+ y) (L)L)
Tir d6 tac dong phép bién ddi Laplace nguoc

ta nhan duoc cdng thac nghiém
(Lh)(y)- @+ y)(Lkl)(y)(Lhz)(y)}(X)
1-(1+y)* (Lk)(y)(Lk,)(Y) ’

Lh, ) (y) - @+ y)(Lkz)(y)(th)(y)} %
1= 1+ y)* (Lk)(Y)(Lk)(Y) '

Vi du 3. Giai h¢ phuong trinh

(Lf)(y)=

(La)(y) ="

u@:r{

g(X)=L‘{(

f(x)+ (1+ i]_[ g(y)e *Ydy =cosx,
dx )5

X

9(x) +(1+djj f(y)e ¥ (x—y)dy =—-sinx, x> 0.
dx

0

(3.7)
Ap dung bién doi Laplace L 1én phuong trinh
(3.7) va két hop véi cac cong thuc (3.2.8)
(3.2.9), (3.2.10) va (3.4.2) trong [3], ta cb
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(LEY(Y) + At y)(Lg)(y)—— =Y
y+1l y +1

1 1
(La)(y) + @+ y)(LF)(Y) D2 yiil

Suy ra nghiém cua hé phuong trinh nay la

yo+2y+1 2y +1
(LF)(y) =) (Lg)(y) =YD
Tuong duong voi
(L)) ==+,
y y +1
1 2 y

L =——- + .
(La)(y) v vl yiel

Két hop céc cong thuc (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9)
trong [3] va sir dung bién doi Laplace nguoc,
ta nhan dugc nghiém caa hé phuong trinh 1a

f(x)=1+2sinx, g(x)=—-1-2sinX+CoOSX.
4. KET LUAN

Bai bao da chung minh duoc tinh bi chan caa
tich chap Laplace trong khdng gian ham kha
tich L,(R,) Thiét 1ap va nghién cau phép
bién doi tich chap Laplace T, trong L (R.)
va chi ra sy ton tai cia phép bién dbi nguoc.
Tur do6 ap dung giai mot 16p cac phuong trinh
vi-tich phan dang \Volterra c6 nhan lién quan
dén phép bién dbi nay. Nhitng két qua cua bai
bao gop phan Iam phong phi thém Ly thuyét
vé phép bién doi tich phan va ung dung cua
no trong viéc giai phuong trinh va hé phuong
trinh vi-tich phan.
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