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Tóm tắt: 

 

Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình trung tính nửa 

tuyến tính với phần tuyến tính thỏa mãn điều kiện Hille - Yosida và toán tử trễ phi tuyến thỏa 

mãn điều kiện Lipschitz. Trong trường hợp họ tiến hóa có nhị phân mũ chúng tôi xây dựng 

công thức nghiệm Lyapunov - Perron và chỉ ra sự tồn tại nghiệm. 

Từ khóa: Nghiệm đủ tốt, phương trình tiến hóa, nhị phân mũ, không gian chấp nhận được.  

Abstract: 

 

In this paper, we study the existence of solution for semi-linear partial neutral functional 

differential equations with the linear part satisfies the Hille - Yosida condition and the 

nonlinear delay operator satisfies the Lipschitz condition. In the case of the evolution family 

have an exponential dichotomy, we construct the Lyapunov - Perron solution formula and 

prove the existence of the solution. 

Keywords: Mild solution, evolution equations, exponential dichotomy, admissible function spaces. 

  

1. MỞ ĐẦU 

Xét phương trình tiến hóa trung tính: 
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Trong đó A là toán tử tuyến tính có miền xác 

định không trù mật D(A) trong không gian 

Banach X thỏa mãn điều kiện Hille - Yosida. 

Đặt   : ,0 , ,C r X   
0

( )
t

B t


là họ tuyến 

tính bị chặn trong ( ( ), ),L D A X :  F X  

là toán tử sai phân có dạng 0F    với 

( , ), 1,L X   và 0  là hàm Dirac tập 

trung tại 0, toán tử trễ  : X    là 

hàm liên tục và hàm lịch sử tu   được xác 

định ( ) ( )tu u t   với [ ,0]r   . Vào 

1996 khi xem xét mạng lưới các đường dây 

truyền tải J. Wu and H. Xia đã chỉ ra mô hình 

tương ứng với phương trình vi phân trung 

tính: 
2

2t t tFu a Fu u
t x

 
 

 
 ([5]). Hale 

cùng các cộng sự đã đưa ra phương pháp để 

giải quyết bài toán trên, bằng cánh chỉ ra sự 

tồn tại và các tính chất của toán tử nghiệm [4]. 

Tuy nhiên đối với các phương trình vi phân 

trung tính phát sinh từ các hệ thống tự nhiên, 

kỹ thuật,... Khi đó việc nghiên cứu sự tồn tại 

và ổn định của nghiệm trở nên phức tạp, các 

phương pháp cũ không còn phù hợp. Gần đây, 

các phương trình vi phân có trễ, với trường 

hợp A sinh ra nửa nhóm liên lục mạnh hay 

B(t) sinh ra họ tiến hóa liên tục mạnh, một số 

kết quả nền móng ban đầu về sự tồn tại, ổn 

định mũ của nghiệm, đã đạt được bởi N.T. 

Huy và một số tác giả khác [6, 7]. Trường hợp 

A là toán tử thỏa mãn điều kiện Hille - Yosida 
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và họ tiến hóa được sinh ra bởi toán tử A+B(t) 

đã được Jendoubi xây dựng công thức nghiệm 

cho phương trình tiến hóa nửa tuyến tính [2,3]. 

Tuy nhiên, đối với phương trình trung tính 

trong không gian hàm chấp nhận được thì 

chưa được giải quyết. Do đó, trong bài báo 

này, chúng tôi sẽ xây dựng điều kiện đủ để 

phương trình (1) có nghiệm trong trường hợp 

A + B(t) sinh ra họ tiến hóa có nhị phân mũ.  

Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng lý thuyết 

của không gian ngoại suy, nguyên lý điểm bất 

động trong không gian Banach, chuỗi 

Neumann để chứng minh sự tồn tại nghiệm đủ 

tốt trên không gian Banach X. 

Để thuận lợi cho việc chứng minh chúng tôi 

xây dựng các giả thiết và kí hiệu sử dụng 

trong bài báo như sau: 

 1H  A là toán tử Hille - Yosida. Với w  

và 1M   sao cho ( , ) ( )w A   và 

( , )
( )

n

n

M
R A

w






 với mọi n  

và ,w   trong đó ( )A  là tập giải của A 

và  
1.( , ) ( )R A I A        

 2H Ánh xạ ( )t B t x  là đo được mạnh 

với mọi 0 : ( )x X D A   và tồn tại hàm 

 1

locl L  sao cho  (.) (.)B l .   

 3H    thỏa mãn điều kiện  - Lipschitz.  

 4H  Họ tiến hóa  
0

( , )B t s
t sU

 
 có nhị phân 

mũ với phép chiếu nhị phân ( ), 0BP t t   và 

hằng số , 0N v  . 

2. KHÔNG GIAN CHẤP NHẬN ĐƯỢC, 

NGHIỆM ĐỦ TỐT CỦA PHƯƠNG TRÌNH VI 

PHÂN 

Chúng tôi nhắc lại một số định nghĩa và khái 

niệm sẽ sử dụng trong bài báo này.       

Trước tiên là một số kết quả trên không gian 

ngoại suy của toán tử HilleYosida. Từ định lý 

Hille-Yosida [1, Theorem II.3.8] chúng ta có:  

Bổ đề 1. Giả sử A là toán tử Hille - Yosida 

trong không gian Banach X 

   0 0 0  ( ), ( ) :X D A D A x D A Ax X    và  

 0 0 0 0:  DA A X X   là toán tử được xác 

định bởi 0A x Ax . Khi đó, toán tử 0A
 
sinh 

ra nửa nhóm liên tục mạnh  0 0
( )

t
T t


 trên 

0X . Thỏa mãn, 0 ( ) tT t Me  với    

và 0t  . Hơn nữa,  0( )A A   và 

 
0

0, ( , ) ,
X

R A R A   với ( ).A   

Trên 0X  xác định một chuẩn như sau:  

 0 01
, .,x R A x x X


  Với chuẩn này 

không gian  0 1
, .X


 được gọi là không 

gian liên kết của 0X với toán tử liên kết 0A  

và kí hiệu là 1X  . Họ toán tử  1 0
( )

t
T t 

 là 

0C  nửa nhóm trên 1X  , gọi là nửa nhóm liên 

kết của  
00 ( )

t
T t


. Và miền xác định của toán 

tử 1A bằng 0A . Tiếp theo, chúng ta sẽ định 

nghĩa nghiệm đủ tốt  (mild solution)  cho 

phương trình sau [2] 
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0
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t
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Định nghĩa 1. Với C  sao cho 

(0) ( ).D A   Hàm [ , ): Xru     là 

nghiệm đủ tốt của phương trình (2), nếu 

0u  
 và (.)u  liên tục và thỏa mãn: 

  

0

1
0

( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( ) , (3)
t

u t T t

T t B u g u d



    



  
   

với 0.t   Trong đó, phương trình thuần nhất  

0

( ) ( ( )) (

(

)

0)

d
u t

u

A B t u t
dt

x X



 








              (4) 
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thỏa mãn: 

Ánh xạ ( )t B t x  là đo được mạnh với mọi 

0x X  và tồn tại duy nhất họ tiến hóa 

 
0

( , )B t s
t sU

 
 thỏa mãn công thức biến thiên 

hằng số:   

0( , ) ( )B t s x TU t s x   

 
1( ) ( ) ( , ) (5)

t

B
s
T t B U s xd      

với 00, .t s x X    

Hơn nữa, ánh xạ ( 0 U , )Bt t x  là nghiệm 

duy nhất của (4).  

Bổ đề 2. Một họ toán tử tiến hóa sinh bởi toán 

tử tuyến tính bị chặn  
0

( , )B t s
t sU

 
 tác động 

trên 0X  có các tính chất sau: 

1. ( , )UB t t Id và ( , ) ( , ) ( , )U UB B Bt r sU r t s   

với mọi 0.t r s    

2. Ánh xạ  U( , ) ( , )Bt s t s x  là liên tục với 

mọi 0x X . 

3. Tồn tại các hằng số , 0K    sao cho 

( )

0 (5)( , ) , 0,t s

BU t s x Ke t s x Xx     

Tiếp theo chúng ta nhắc lại một số khái niệm 

sử dụng trong bài báo [6] 

   
1

1

0

: sup | ( )
t

t
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t

f L f d 



 

 
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 
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với chuẩn 
1

0

: sup | ( ) | .
t

tt

f f d 




 M
  

Định nghĩa 2. Không gian hàm Banach E 

được gọi là chấp nhận được nếu nó thoả mãn: 

(i) Tồn tại hằng số 1M   sao cho mọi 

[ , ]a b   và mọi E   ta có: 

[ , ]

( )
| ( ) | .

b

Ea
a b E

M b a
t dt 




  

(ii) E là bất biến với toán tử 1 , trong đó 

1

1 ( ) ( ) .
t

t
t d   



    

(iii) E là T


 và T


bất biến với mọi 

 
,  

với 
( ), t 0

( )
0

 
, 0 t

t
T t

  





  

 
 

               

   
( ) ( ) , t 0 .T t t       

 

Hơn nữa, tồn tại 1 2, 0N N  sao cho 

1 2,T N T N 

    với mọi    

Bổ đề 3. Cho E là không gian hàm Banach 

chấp nhận được. Ta có các khẳng định sau: 

(i) Cho 1, ( )locL  sao cho 0   và 

1 E  . Với mọi 0   ta xác định 

'

 và 
''

 như sau: 

' ( )

0

'' ( )

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

t
t s

s t

t

t e s ds

t e s ds









 

 

 


 

 

 




 

Khi đó, 
'

  và 
''

  thuộc E . Hơn nữa, 

nếu ( ) M  thì  
'

  và 
''

  bị 

chặn và 

' 1

1 1

'' 2

1

1

1

N
T

e

N

e

 

 

 

 



 

 

  


  


            (6) 

trong đó, 11,T
  và 1 2,N N  được xác định 

trong Định nghĩa 2. 

(ii) Với mọi 0, .te E     

(iii) Với mọi 0, .btb e E   

Định nghĩa 3. Cho E là không gian hàm 

Banach chấp nhận được và E  là hàm 

không âm. Hàm : [0, ) X    được gọi 

là φ-Lipschitz nếu: 

(i) ( ,0) ( ) .,t t t      

(ii) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ,t t t         

với mọi t  và 21,   . 



KHOA HỌC & CÔNG NGHỆ 

50                                   TẠP CHÍ KHOA HỌC & CÔNG NGHỆ . SỐ 43 - 2024 

Chú ý 1. Nếu ( , )t   là φ-Lipschitz thì 

( , ) ( )(1 ), , 0t t t           

3. NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH TRUNG 

TÍNH TRONG TRƯỜNG HỢP HỌ TIÊN HÓA 

CÓ NHỊ PHÂN MŨ 

Xét phương trình tích phân: 

( , )

lim ( , ) )( , ) ( , ) ,  0 (7

.

Bt

t

s

s

B

Fu t s F

t R A u d t s

U

U

u






    





 

 





 









 

Chú ý rằng, nếu họ tiến hóa 0( ( , ))tB st sU    

nảy sinh từ bài toán Cauchy đặt chỉnh 

( ( )) ( )

( ) s

du
A B t u t

d

u s x

t

X




  







 

thì hàm : [ , ) ,u s r X    thỏa mãn (7) 

được gọi là nghiệm đủ tốt của phương trình 

(1). Giả sử họ tiến hoá   
0

,  B t s
U t s

 
 có nhị 

phân mũ với các toán tử chiếu nhị phân 

( ), 0BP t t  và các hằng số nhị phân , 0N   .  

Ta xác định họ toán tử ( ) :BP t  như sau: 

( )( )( )

( , ) ( ) (0), [ ,0] (8)BB

BP t

t t P t rU

 

      
 

Khi đó, ta có 
2( ( )) ( )B BP t P t  do đó các toán 

tử ( ), 0P t t  , là các toán tử chiếu trên . 

Hơn nữa, 

0

0

Im ( ) { : ( ) ( , )

[ ,0], Im ( )} (9)

,B BP t U t t

r P t

    

 

   

   
 

 Xét   
0

,  B t s
U t s

 
 là họ tiến hoá nhị phân 

mũ với họ toán tử chiếu nhị phân 0( ( ))B tP t   

và các hằng số nhị phân , 0N   . Ta định 

nghĩa hàm Green như sau:  

|

( ) ( , ), 0
( , ) (10)

( , ) ( ) , 0( )
B B

B

B B

P t U t t
t

U t I P t

 


  

 
 

   

Khi đó, ta có đánh giá: 

| |( , ) (1 ) t

B t N H e       với mọi t   

và ,,  t    trong đó 
0

sup ( ) .B
t

H P t


    

Bổ đề sau đây cho ta công thức nghiệm bị 

chặn của phương trình (7). 

Bổ đề 4. Cho họ tiến hoá   
0

,  B t s
U t s

 
có 

nhị phân mũ với các toán tử chiếu nhị phân 

( ), 0BP t t   và các hằng số nhị phân 

, 0.N    Giả sử rằng, các điều kiện 

1 2 3( , , )H H H thỏa mãn,   là hàm không âm, 

thuộc E. Giả sử F là toán tử tuyến tính bị 

chặn, Φ là φ-Lipschitz, và u(t) là nghiệm của 

phương trình (7) sao cho sup t
t s

u


  với 

0s   cố định. Khi đó, với , ( )t s u t  thỏa 

mãn: 

0( , )

lim ( , ) ( , )) ( , ) (11)

t B

B
s

s

Fu U t s

t R A u d

u






    










 


 



trong đó 0 0 ( ) ( )BX s P s X   , và ( , )B t   

là hàm Green được xác định bởi (9). 

Chứng minh:  

Đặt ( ) lim ( , ) ( , )) ( , ) ,B

s

y t t R A u d


    



   

ta có | |( ) (1 ) 1 )( ( ) .t

s

y t N H e u d 

   


     

Sử dụng Bổ đề 3, với mọi t ≥ s ta có  

1 1 1 2 1

( ) (1 )(1 sup )

( )
. (12)

1

t
t s

y t N H u

N T N

e 

 





 



  

  




‖ ‖ ‖ ‖

 

Mặt khác, ( , ) ( )BU t s y s
 

|

|

lim ( , ) ( , ) ( ( )) ( , )

lim ( , ) ( , ) ( ( )) ( , )

t

B B B

s

B B B

t

U t s U s I P u d

U t s U s I P u d







   

   







   

  




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|

|

lim ( , ) ( ( )) ( , )

lim ( , ) ( ( )) ( , ) .

B B

t

B B

t

U t I P u d

U t I P u d







   

   









   

  





 

Do đó, 

( ) ( , ) ( ) lim ( , ) ( , ) .
t

B
s B

y t U t s y s U t u d


  


  
 

Vì u(t) là nghiệm của phương trình (7) nên 

( ) ( , ) ( )( ).t B sFu y t U t s Fu y s  
  

Đặt 0 ( ).sFu y s    Do tFu  và ( )y t  bị 

chặn trên [ , )s   nên 0 0( )X s    và  

0( ) ( )B s BP s Fu P s F   . 

Do vậy, 0( , ) ( ),t BFu U t s y t   với .t s   

Định lý 1. Giả sử họ tiến hoá   
0

,  
sB t

t sU
 

 

có nhị phân mũ với các toán tử chiếu nhị phân 

( ), 0BP t t   và các hằng số nhị phân 

, 0N   . Xét các toán tử chiếu ( )BP t được 

xác định như trong (8). Toán tử sai phân 

:F X có dạng 0F    với 

( , ), 1L X    và 0  là hàm Dirac 

tập trung tại 0. Giả sử rằng φ là hàm không 

âm, thuộc không gian hàm Banach chấp nhận 

được E. Cho toán tử trễ : X    là 

φ-Lipschitz. Đặt 

1 1 1 2 1(1 ) ( )
: .

1

re H N N T N
k

e





 





   




Khi đó, nếu 1
1

k


 
, thì với mỗi hàm 

ImP (s)B   có một và chỉ một nghiệm u(t) 

của phương trình (11) trên [ , )s r   thoả 

mãn ( ) sBP s u   và sup ,t
t s

u


   ở đây 

hàm su được xác định bởi ( )s su Fu   với 

mọi 0r    .  

Chứng minh. Từ Im ( )BP s  bởi (8), tồn  

tại 0 Im ( )BP s   sao cho 

0( ) ( , )U s s    
B

với mọi 0.r     

Dễ thấy, 
0 (0).   Kí hiệu 

([ , ), )Cb s r X  là không gian Banach gồm 

các hàm liên tục, bị chặn, nhận giá trị trong  

X và xác định trên [ , )s r   được trang bị 

chuẩn sup, ký hiệu là . .


Ta xét: 

: ([ , ), ) ([ , ), )Cb bs r X C s r X       

xác định bởi: 

( ),   
( ) (13)

( ), .

t

s

u s t
u t

u r t s

 
        

Do 1   ta có 1.     Do đó, 

toán tử I   là khả nghịch. Với 

0 (0) Im ( )P s    như trên, ta xét ánh xạ 

   : [ , ), [ , ),Cb bF s r X C s r X     
 

xác định bởi 

   ( )F u t  

0

0

( , ) lim ( , ) ( , ) ,

(2 , ) lim (2 , ) ( , ) ,

(14)

B B

s

B B

s

U t s t u d t s

U s t s s t u d

s r t s







   

   










  





    

   







Ta có ước lượng: ( )( ) ( )( )F u t F v t   

lim ( , ) ( , ) ( , )( )B

s

t u v d 


   



  

| |(1 ) ( )t

s

N H e u v d 

   


     

sup ( ) ( )   r

s r

ke u v t s



 

 

  ,  

và ( )( ) ( )( )F u t F v t   

|2 |

lim (2 , ) ( , ) ( , )

(1 ) ( )

( )B

s

s t

s

s t u v d

N H e u v d

 


 

 

   

  







  

   

  



 ‖ ‖
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| |(1 ) ( )r s

s

N H e e u v d  

   


     

sup ( ) ( )  
s r

k u v r s t s


 
 

     ,  

Do đó, 

sup ( )( ) ( )( ) sup ( ) ( ) .
t s r t s r

Fu t Fv t k u t v t
   

  
 

Đặt 
1: ( )I FT 

  .  

Sử dụng chuỗi Neumann, ta có: 

( )( ) ( )( )Tu t Tv t

0 0

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

[( ) ] [( ) ]

[ ]

[ ] ...

n n

n n

F u t F v t

F u t F v t

F u t F v t

 

 

 

 

 

   

 

    

 

      

Bằng quy nạp có thể chỉ ra 

( )( ) ( )( )
n n

F u t F v t   

) (15)sup ( ( )
n

s r

k u v


 
 

  
 

với mọi t s r   và .n  Suy ra 

0

( )( ) ( )( )

sup ( ) ( )

sup ( ) ( ) .
1

( )
s rn

s r

n

Tu t Tv t

k u v

k
u v





 

 



 

 



  

 
 

  

Do đó,  

sup ( )( ) ( )( )
s r

Tu Tv


 
 

 sup ( ) ( )
1 s r

k
u v



 
 

 
 

 

Vậy, với 1
1

k


 
 thì ánh xạ 

   : [ , ), [ , ),b bT C s r X C s r X     là 

một ánh xạ co. Vì vậy, tồn tại duy nhất hàm  

sao cho Tu = u. Vậy ( ),u t t s r   là 

nghiệm duy nhất của phương trình (11) với 

0( )( ) ( , )

lim ( , ) ( , ) , [ ,0]

s B

B

s

F u U s s

s u d r






  

    




 

     

và 0( )B sP s Fu  . Do đó, ( )B sP s u   theo 

định nghĩa của ( )BP s  (đẳng thức (8)). 

4. ỨNG DỤNG  

Xét phương trình vi phân trung tính 

 

2

2

2

2

0
| |

1

( , ) ( , 1) ( , )

( , 1)
( ) ( ( , ) ( , 1))

ln(1 | ( , ) |) , (16)t

w x t w x t w x t
k

t t x

w x t
k v t w x t kw x t

x

bte w x t d  



   
 

  

 
   



  
với mọi 0 , ; , , [ 1,0],x t s t s        

(0, ) ( , ) 0 ,

( , ) : ( , ) ( , ),s

w t w t

w x w x s x



   

 

  
 

trong đó k là hằng số thực với 1k  .  

Hàm 
1(.) ( )locv L  thỏa mãn điều kiện 

(.),v    là hằng số dương cố định. Ta 

chọn không gian Hilbert  2: 0,X L   và 

xét toán tử A xác định bởi: ( ) ''A f f  với 

miền xác định 

2,2( ) : { [0, ] : (0) ( ) 0}.D A f W f f      

Sử dụng các kết quả của nửa nhóm toán tử ta 

có:  0, ( ),A   
1

( , ) , 0R A 


    

và  : (0) ( ) 0 .DA y X y y      Do đó, 

giả thiết 1( )H  được thỏa mãn. Hơn nữa, toán 

tử A sinh ra nửa nhóm liên tục mạnh 

 0 0
( )

t
T t


 trên DA  sao cho 

0 ( ) , 0.tT t e t  Chúng ta xét họ toán tử 

 
0

( )
t

B t


 trên DA  xác định 

bởi: ( ) ( ) , 0.B t v t I t    Từ 
1(.) ( ),locv L   

ánh xạ ( )t B t x  là đo được mạnh. Do đó, 

giả thiết 2( )H  được thỏa mãn. Hơn nữa, 

 
0

( )
t

B t


 sinh ra họ tiến hóa  
0

( , )
t s

U t s
 

 

trên DA  được xác định bởi 

( ) ,

( , ) : ,

t

s
v d

U t s e
   với 0.t s   Suy ra 

( )( , ) .t sU t s e    Vì vậy,  
0

( )
t

A B t


  sinh 

ra họ tiến hóa thỏa mãn 
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min(1, )( )( , ) 2 , 0.t s

BU t s e t s     Do đó. 

 
0

( , )B t s
U t s

 
 có nhị phân mũ với phép chiếu 

 
0

( )B t
P t


 sao cho 0( ) x , 0BP t I t    và 

hằng số min(1,2, .) 0N v     Điều này 

có nghĩa giả thiết 4( )H  được thỏa mãn.  

Trên : ([ ,0], )C 1 X   chúng ta định nghĩa 

toán tử sai phân  F và toán tử trễ Φ như sau: 

: , ( ) : (0) ( 1)F X F f f kf     

0
| |

1

: ,

( , ) : ln(1 | ( ( ))( ) |) ,

, [0, ].

t

X

t bte x d

t x

   







  

  

 

  

Khi đó, phương trình (16) được viết dưới 

dạng: 

 (·) ( ) (·) ( , (·, )),t t tFu A B t Fu t u
t




  


  

với ,t s  thỏa mãn su   . Lưu ý Φ 

lấy giá trị trong  2: 0,X L   nên ta có thể 

dễ dàng chứng minh Φ là φ-Lipschitz  bằng 

cách sử dụng bất đẳng thức Minkowski,   

với ( ) ,
t

t b rte t





   thuộc ( ),pE L  

1p   ([7, Example 3.9]). Các hằng số trong 

Định nghĩa 2 được  chọn 1 2 1.N N    

Ta có  
1

1̀ ( ) ( )
t

t
t d   



    và 

1̀ 1
( 1)

( ) ( ) ,
t

t
T t d   






     

trong đó ( 1) ax{0, 1}.t m t    Do vậy  

 1̀ 1̀ 1( ) )m x (a ,t T t b r 





    và giả 

thiết 3( )H  được thỏa mãn. Theo Định lý 1 ta 

có kết quả sau:  

Nếu 
(1 )(1

2 (1 )

vr ve e
b r

N H

   



 thì phương 

trình (16) tồn tại nghiệm duy nhất. 

5. KẾT LUẬN 

Bài báo đã chứng minh được sự tồn tại và duy 

nhất nghiệm của phương trình trung tính (1) 

với phần tuyến tính thỏa mãn điều kiện Hille - 

Yosida. Với họ tiến hóa có nhị phân mũ, 

chúng tôi biểu diễn nghiệm đủ tốt của phương 

trình (1) thông qua hàm Green từ đó thiết lập 

Định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm. Sau 

đó, áp dụng giải phương trình vi phân hàm cụ 

thể. Những kết quả của bài báo góp phần làm 

phong phú thêm lý thuyết về dáng điệu tiệm 

cận của phương trình vi phân hàm trung tính.
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